لمحة عن الأعداد في النظام الحاسوبي

مقدمة


لا، لن نتكلم اليوم عن محرك الألعاب هذا أو ذاك، ولا عن تقنية الرسم هذه أو تلك. اليوم موضوعنا عن شيء أبسط بكثير، أهم بكثير، و أكثر أساسية. حديثنا اليوم عن تمثيل الأرقام. قبل أن ترمي المقالة من يدك، إليك ما ستتعلمه اليوم: أنظمة العد المختلفة، العمليات المختلفة على البتات وبعض الأمثلة عن تطبيقاتها، بالإضافة إلى تمثيل الأرقام الصحيحة والعادية. الهدف الأساسي من هذه المقالة هو تصحيح المفاهيم الخاطئة عند البعض حول تمثيل الأرقام، وإزالة الضبابية التي تحيط بالعمليات على البتات عند البعض الآخر. هل حمّسك هذا؟ لا؟ حسناً، يمكنك أن ترمي المقالة...

أنظمة العد

يمكن إثبات أن أي عدد موجب يمكن أن يكتب بدلالة أي أساس صحيح [image: image2.png]


 (base) طبقاً للمعادلة التالية:
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حيث [image: image5.png]


 هي أرقام صحيحة ثابتة، كما يمكن إثبات أنها وحيدة من أجل كل عدد. كمثال على ذلك:

[image: image6.png]105¢ 0 x10*+1x10%+ 0x10%+ 5x10*+ 9x10°+ 0x 107*





[image: image7.png]105¢ OX72+3x73+ 0x7*+4x7 +2x7°+ 0x 77t





[image: image8.png]105¢ 0x2M 4+ 1x204+0x2%+ 0x28+ 0x27+ 0x 25+ 1x25





[image: image9.png]+0x2%+ 0x 23+ 0x22+1x21+1x2°+0x 27t





وكمثال آخر:

[image: image10.png]1296875 =--0x 107+ 1x 10*+ 2x10° + 9 x 1071+ 6x 1072+ 8 x 1072





[image: image11.png]+7x1073+ 5x107% + 0 x 1075





[image: image12.png]1296875 = - 0x 57+ 2x 5+ 2x 5%+ 4x 51 +4x5?+ 1x53+ 0x57*





[image: image13.png]+2x55+ 1x5 %+ 3x57+ 3x5 %+ 0x57%...




[image: image14.png]1296875 = 0 x 4% + 3 x4 +0x 4%+ 3471+ 3 x472+ 2473+ 0 x4





الآن يمكننا ترميز أي عدد باستخدام أي أساس و سلسة الـ [image: image16.png]


 الخاصة بذلك الأساس. كمثال على ذلك:

[image: image17.png]1059 = (...0001059.000 ...)1o




[image: image18.png]1059 = (...0003042.000 ...);
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0010000100011.0000 ...),
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[image: image21.png]1296875 =
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لاحظ أننا نستخدم التعبير [image: image24.png](number);



 للتعبير على أن ترميز الرقم مكتوب باستخدام الأساس [image: image26.png]


. واستخدمنا النقطة (.) كفاصل بين قوى الأساس الموجبة والسالبة تماماً. 
بهذه المقدمة البسيطة نكون قد استعرضنا سريعاً أساسيات أنظمة العد. إذاً ما الفائدة؟ الفائدة ببساطة هي أن بعض التطبيقات يسهل التعامل فيها بنظام عد معين أكثر من آخر. النقطة الأساسية التي يجب ألا تغيب عن بالنا هنا هي أن ترميز أي رقم باستخدام أي نظام عد لا يغير من قيمة العدد. وبالتالي يجب أن نكون مستعدين للتعامل مع الرقم نفسه بأكثر من ترميز حسب ما تدعو له الحاجة.

تمرين: قبل أن تكمل وحتى يتأكد فهمك للموضوع، أقترح أن تخلع قبعة الرياضي وتضع قبعة المبرمج وتقوم بكتابة برنامج لتحويل الأرقام الصحيحة الموجبة من أي نظام عد إلى آخر (تلميح: العدد 1059 يحوي على 9 من الآحاد ([image: image28.png]10°



) و 5 من العشرات ([image: image30.png]10t



) و 0 من المئات ([image: image32.png]10?



) و 1 من الآلاف ([image: image34.png]103



) وصفر من بقية الفئات).
تمرين 2: هل تستطيع جعل برنامجك يحول الأعداد الغير صحيحة أيضاً؟ مهما كان الأساس؟ (تلميح: قد تحتاج لقراءة بقية المقالة قبل الإجابة على هذا التمرين)
الأعداد في الحاسوب

نظام العد الأساسي المستخدم في تخزين ومعالجة الأرقام في معظم تطبيقات الحاسوب هو النظام الثنائي. أحد أسباب اختيار هذا النظام تاريخي ويعود إلى أن الميزة الأساسية في هذا النظام هي أن التمييز فيه فقط يكون بين رمزين فقط (0 و 1). كان هذا مناسباً جداً بالنسبة لأجهزة الحاسوب في بداياتها حيث كان التمييز بين أكثر من مرحلتين من قوة التيار أمراً ليس بالهين.

لذلك فالفهم الكامل للنظام الثنائي مهم لفهم النظام الحاسوبي، لكن لا تنسى أن النظام العد الثنائي ما هو إلا واجهة للعدد لذلك يمكننا في أي لحظة العمل بنظام عد آخر دون أن يأثر ذلك على صحة العمل.

العمليات على النظام الثنائي

قبل أن نكمل لنعرف بعض المصطلحات: نسمي كل من الرمزان (0 أو 1) المستخدمان في نظام العد الثنائي "بت" bit وهي اختصار لكلمتي binary digit (جمعها "بتات"). كما يستخدم الحاسوب وحدة أساسية هي "البايت" (byte) في تخزين الأرقام (جمعها "بايتات"). يتألف البايت من 8 بتات في معظم الأنظمة. وبالتالي يمكن ترميز 256 قيمة باستخدامه (تذكر أن كل بت يمكن أن يأخذ أحد قيمتين وبالتالي لدينا [image: image36.png]2X2X2X2X2X2X2X2=2°=256



). 
النظام الثنائي برمزيه (0 و 1) يشبه إلى حد كبير جبر Bool الذي يحوي على القيمتين (true و false) لذلك فإن العمليات المعرفة على جبر Bool تعرف أيضاً على البتات في النظام الثنائي وهي:

· NOT ويرمز لها رياضياً بـ [image: image38.png]


 و في C بـ ~ 
· AND ويرمز لها رياضياً بـ [image: image40.png]


 وفي C بـ &

· OR ويرمز لها رياضياً بـ [image: image42.png]


 وفي C بـ |
· XOR ويرمز لها رياضياً بـ [image: image44.png]


 وفي C بـ ^
الجداول التالية تحوي على قواعد العمليات السابقة:

	[image: image45.png]A




	[image: image46.png]




	1
	0

	0
	1


	[image: image47.png]ADB




	[image: image48.png]AVBE




	[image: image49.png]ANB




	[image: image50.png]



	[image: image51.png]




	0
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	0
	1
	0

	1
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	1


العمليات السابقة معرفة على البتات. كما أنها تعرف على البايتات بتطبيق العملية على جميع بتات البايت.
تمثيل الأعداد
الموجبة أصغر من بايت واحد
هذه الحالة بسيطة. فببساطة نستخدم رموز العدد في النظام الثنائي كقيم لبتات البايت. فمثلاً لو كان العدد:
[image: image52.png](105)40 = (...000001101001.00000 ... ),




فإننا نستخدم الرموز الثمانية الأولى (في حال كان البايت يحوي 8 بتات. سأفترض أن هذه هي الحالة دوماً) قبل الفاصلة. أي يصبح البايت بالشكل التالي:
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لاحظ أولا المصطلح LSB (Least Significant Bit) أي البت الأقل قيمة, ويعبر عن البت الذي يحوي الرمز المصاحب لقوة الـ 2 الأولى ([image: image54.png]20



). والمصطلح MSB (Most Significant Bit)  أي البت الأكبر قيمة ويعبر عن البت الذي يحوي الرمز المصاحب لقوة الـ 2 الكبرى (الثامنة في حالة البايت) ([image: image56.png]27
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). على اصطلاح أن البت في أقصى اليمين هو الـ LSB وفي أقصى اليسار هو الـ MSB، سأسقط من الآن فصاعداً ذكر هذين المصطلحين. 
السؤال الآن هو كيف يستطيع البايت أن يخزن أرقام ترميزها بتطلب أكثر من 8 بتات؟ وكيف يستطيع تخزين الأرقام التي تحوي رموزاً بعد الفاصلة؟ أو حتى الأرقام السالبة؟ الجواب أنه لا يستطيع (باستخدام القاعدة السابقة). نحتاج إلى عدد بتات أكبر (أو طرق أخرى) لترميز هذه الأعداد.

الموجبة أكبر من بايت واحد
كامتداد طبيعي للترميز السابق فإننا لو استخدمنا وحدة تخزين أكبر من 8 بتات فإنه سيكون بإمكاننا ترميز أعداد أكبر من 255. لكن وكما أشرت سابقاً فإن الحاسوب يتعامل مع البايت كوحدة تحزينه الأساسية. وبالتالي الحل، ببساطة، يكون باستخدام أكثر من بايت واحد. فمثلاً لترميز العدد:
[image: image57.png](13547)10 = (...0000011010011101011.00000 ...)>




باستخدام 2 bytes فإننا نستخدم الرموز الثمانية الأولى قبل الفاصلة كقيم لبتات البايت الأول والرموز الثمانية التي تليها كقيم لبتات البايت الثاني.
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السؤال الآن: من سيخزن أولاً في الذاكرة (أو من سيرسل أولاً، لو كنا نريد إرسال الرقم على قناة تتابعية)؟ الـ الأول أم الثاني؟ الطريقة الأول وتدعى Little Endian تخزن (أو ترسل) البايت الأول (الـ  Least Significant Byteأو The Little Byte أو البايت الصغير) ويليه الثاني (فالثالث فالرابع...) وتستخدم في معالجات Intel مثلاً. الطريقة الثانية وتدعى Big Endian تخزن البايت الأخير (الـ  Most Significant Byte أو The Big Byte أو البايت الكبير) ويليه الذي قبله (فالذي قبله حتى نصل للبايت الأول) وتستخدم في معالجات Power PC  مثلاً. طالما أنك تعمل ضمن نظام واحد فإنه لا داعي لتشغل بالك بهذه الاختلافات. المشكلة تكمن عندما تريد تخزين (أو إرسال) أعداد في نظام ما ليفتحها (أو يستقبلها) نظام أخر. فلو كان النظامان يستخدمان ترميزان مختلفان فسيصلهما أعداد مقلوبة. الحل ببساطة هو قلب الأعداد قبل تخزينها أو إرسالها إذا كان النظام المستقبل يستخدم ترمياً مختلفاً. تمرين: باستخدام عملية الإزاحة (التي نذكرها لاحقاً) وعملية الـ AND والـ OR قم بكتابة إجراء يقوم بقلب البايتات لمتغير مكون من أكثر من بايت واحد (كالـ int و الـ short في اللغات الشبيهة بـ C).
تمرين 2: باستخدام عملية الـ AND قم بكتابة إجراء يستطيع اكتشاف ما إذا النظام الذي تعمل عليه يستخدم طريقة Big Endian أو Little Endian (تلميح: تذكر أن الترميز لا يغير من قيمة العدد)
الأعداد السالبة
الطرق السابقة حتى الآن كانت قاصرة عن تخزين الأعداد السالبة. حيث أن الأعداد السالبة تحوي رمزاً جديداً وهو (-) أو إشارة الناقص نحتاج لتخزينها. الحل إذاً ببساطة يكمن في استخدام بت من البتات كترميز لوجود هذه الإشارة من عدمه. بحيث يأخذ القيمة 1  إذا العدد سالباً (إشارة الناقص موجودة) أو 0 إذا كان العدد موجباً (إشارة الناقص غير موجودة). تدعى هذه الطريقة Sign-Magnitude واصطلاحاً يمكننا أن نستخدم البت الأخير (الـ MSB) لترميز الإشارة. كمثال:
[image: image58.png]000001101001.00000 ... ),
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أي أننا (في حالة استخدام بايت واحد من 8 بتات) نستخدم 7 بتات لتخزين رموز العدد (مما يمكننا من ترميز [image: image60.png]


 عدداً) ونستخدم البت الأخير لترميز الإشارة. في حال كون الأعداد موجبة فإنّ هذه الطريقة تعطي نتائج مشابهة للطريقة المذكورة سابقاً. هذا يعني أننا نستطيع تخزين 128 عدداً موجباً (في حال كان بت الإشارة 0) و 128 عدداً سالباً هي نظراء الأعداد الموجبة السابقة (في حال كان بت الإشارة 1)، أليس كذلك؟ ليس تماماً! الاستثناء الوحيد هو العدد 0 والذي هو نظير نفسه. وبالتالي سيكون له ترميزان الأول مع بت الإشارة مساوياً لـ 1 والثاني مع بت الإشارة مساوياً لـ 0. إذا سنستطيع ترميز 128 + 128 – 1 = 255 عدداً فقط ومجال الأعداد الصحيحة هو [-127,127]. وهذه أول مساوئ هذه الطريقة, حيث سنخسر إمكانية ترميز 256 عدداً. السيئة الأخرى هي أن الترميز السابق يجعل عملية الجمع والطرح صعبة نوعاً ما. فمثلاً لتنفيذ عملية الجمع سنضطر إلى تصفير بت الإشارة, إجراء عملية الجمع (أو طرح العدد الأكبر من الأصغر إن كانت إشارتهما مختلفتان), تعيين بت الإشارة في الناتج (بأخذ إشارة العدد الأكبر), ثم وضعها في الناتج. كلّ ذلك من أجل عملية جمع المفروض أن تكون سريعة جداً. لذلك كان لا بد من طريقة أخرى تحل هذه المشاكل.

الطريقة الثانية (وتدعى One’s Complement) هي تمثيل إشارة الناقص في بداية العدد بعملية النفي (NOT) للعدد. أي أن:
[image: image61.png]—(105)4p = —(...000001101001.00000 ...);




[image: image62.png]000001101001.00000 ..





[image: image63.png]= (..111110010110.11111...),




وترميز العدد الناتج بنفس طريقة ترميز الأعداد الموجبة المذكورة آنفاً. لاحظ أنه إذاً يمكن معرفة ما إذا كان العدد سالباً أم موجباً بنفس طريقة الـ Sign-Magnitude: حسب قيمة البت الأخير. هذه الطريقة لها نفس سيئة الطريقة السابقة حيث أن العدد 0 هو نظير نفسه, لكن تطبيق عملية النفي عليه يعطي قيمة مختلفة (أي أن عملية النفي لا تكافئ إشارة الناقص في هذه الحالة), وبالتالي أصبح لديناً مرة أخرى ترميزان مختلفان للعدد 0. ميزة هذه الطريقة في المقابل هي أن عملية الجمع والطرح لن تختلف (كثيراً) عن عملية الجمع والطرح في حالة الأعداد الموجبة. العملية التالية مثلاً تقوم بجمع عددين كل منهما مخزن في بايت:
[image: image64.png]( omoi011), (107)10
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إذاً لتنفيذ عملية الجمع (عملية الطرح هي الجمع مع النظير السالب) ما علينا إلا جمع العددين بالطريقة المعتادة ثم إضافة الـ Carry أو المحمول لناتج الجمع (في حال وجوده); المحمول هو البت التاسع (في حالة البايت) الذي ينتج عن عملية الجمع (لاحظ استخدام | للفصل بين البايت و المحمول).
لا زلنا بحاجة إلى طريقة أخرى تحل المشكلة الأولى (الترميز المزدوج للعدد 0). المشكلة كما سبق ذكرها هي أن الصفر له الترميز المعروف (أصفار) ولكن عند تطبيق عملية النفي فإن الترميز الناتج يكون واحدات. لتبسيط الأمر سنفترض العمل مع أعداد صحيحة تماماً ونهمل الأعداد بعد الفاصلة. في هذه الحالة يمكننا الاستفادة من كوننا نأخذ عدداً محدوداً من الرموز بعد الفاصلة ونقوم بإضافة واحد إلى ناتج النفي فينتج لدينا أصفار مرة أخرى. أي أن:
[image: image71.png](0)1p = (...000000000000)
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لاحظ أننا لو رمزنا العدد الناتج باستخدام الطريقة المعهودة (استخدام أول 8 بتات قبل الفاصلة) فإن ترميز العدد الصفر ونظيره السالب سيكون نفسه، وهو المطلوب. تدعى هذه الطريقة Two’s Complement. وهي كما أشرت تفرق بواحد عن الترميز بطريقة One’s complement. هنا أيضاً لمعرفة ما إذا كان العدد سالباً أم موجباً يكفي النظر إلى قيمة البت الأخير. هذه الطريقة لها ميزتان: الأولى هي أن العدد 0 له ترميز واحد وبالتالي لن نخسر إمكانية ترميز 256 عدداً باستخدام ثمان بتات مثلاً. بالفعل فباستخدام هذه الطريقة يمكننا ترميز الأعداد الصحيحة في المجال [-128, 127] (تحقق من ذلك بتطبيق القاعدة السابقة على تمثيل الـ One’s complement على -128). الميزة الثانية هي أن عملية جمع الأعداد السالبة مكافئة تماماً لعملية جميع الأعداد الموجبة (إذا أهملنا المحمول أو الـ Carry). لرؤية ذلك انظر المثال التالي:
[image: image76.png]( omoi011), (107)10
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نظراً للمحاسن السابقة فإن طريقة الـ Two’s complement هي الطريقة المستخدمة في معظمة الأنظمة (كمعالجات Intel x86 مثلاً)
يمكن النظر إلى طريقتي الـ One’s complement و الـ Two’s complement من وجهة نظر ثانية. في كلا الحالتين ما نقوم به هو ترميز الأعداد السالبة الأكبر من -128 (في حالة البايت مثلاً). لكن في حالة الـ One’s complement ما نقوم به هو ترميز هذه الأعداد السالبة على أنها ناتج طرح النظير الموجب من الصفر السالب. كمثال:
[image: image82.png]—(105)10 = —(0)2 —(...000001101001.00000 ... ),
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ثم أخذ أول 8 بتات (في حالة البايت) لذلك كان البت الذي يحدد الإشارة هو البت الثامن. أما الـ Two’s complement فما نقوم به لترميز العدد السالب هو طرح النظير الموجب من قوة الـ 2 الأعظم من كل الأرقام الموجبة التي يمكن تمثيلها ([image: image86.png]28

256



 في حالة البايت). كمثال:
[image: image87.png]—(105)40 = (2%)10 — (...000001101001.00000 ...),




[image: image88.png]= (...000100000000.00000 ...); — (...000001101001.00000 ...),




[image: image89.png]= (...000010010111.00000 ...),




ثم أخذ (مرة أخرى) أول 8 بتات (في حالة البايت) لذلك كان البت الذي يحدد الإشارة هو البت الثامن (لاحظ أن ناتج الطرح السابق من 256 أكبر دوماً من 128 أو يساويها لكون العدد الذي نحاول ترميزه هو النظير الموجب لعدد أصغر أو يساوي 128 وبالتالي فإن البت المصاحب لقوة الـ 2 الثامنة ([image: image91.png]27

128



) يجب أن يكون مساوياً للواحد). طريقة أخرى للنظر إلى ترميز الـ 2’s Complement هي أن القوة الـ 2 الثامنة ([image: image93.png]27

128



) وزنها سالب بدل أن يكون موجباً. أي بدل جمعها (في حال كون رمزها واحداً، راجع ترميز الأعداد) فإننا نطرحها، وبالتالي يمكننا ذلك من ترميز الأعداد السالبة; بطرح أعداد أصغر من 128.
هناك طرق أخرى لترميز الأعداد السالبة منها استخدام أساس سالب (أي -2 بدلاً عن +2) أو أن نجمع قيمة ثابتة للعدد قبل ترميزه لضمان كون الناتج موجباً دوماً (تدعى هذه الطريقة Excess-N وسنرى مثلاً على تطبيقها في الفاصلة العائمة).
بقي أن أقول أنه يمكن تعميم الطرق السابقة على أكثر من بايت واحد بنفس طريقة تعميم ترميز الأعداد الموجبة (أخذ رموز أكبر قبل الفاصلة).
مع فاصلة ثابتة
حتى الآن لم نرَ طريقة واحدة قادرة على ترميز الأعداد التي تحوي على رموز بعد الفاصلة (جميع الطرق السابقة استخدمت الرموز التي قبل الفاصلة فقط). 

مع هذا، أعتقد أنه بامكانك حزر طريقة ترميز الفاصلة الثابتة، فكل ما نقوم به هو تخزين الأرقام بعد الفاصلة كما نفعل بالأرقام قبل الفاصلة. فمثلاً باستخدام 8 بتات يمكن تخزين أول أربع أرقام بعد الفاصلة متبوعة بأربع قبل الفاصلة (4.4). كمثال:
[image: image94.png](3.6875),0 = (...000011.1011000 ...)




	LSB
	
	
	
	
	
	
	MSB

	1
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0



يمكننا أيضاً تخزين رقمين بعد الفاصلة بست قبلها (6.2) أو (1.7) أو (0.8) وفي هذه الحالة الخاصة لا نستطيع ترميز القسم الصحيح من العدد مهما صغر. تقابلها الحالة الخاصة الأخرى (8.0) والتي لا نستطيع فيها ترميز القسم غير الصحيح بعد الفاصلة مهما صغر. اختيار عدد البتات الذي يستخدم لترميز الأعداد بعد الفاصلة وعدد البتات الذي يستخدم لترميز الأعداد قبل الفاصلة (أو التوزيع) يعتمد على التطبيق أو الحاجة، فعندما يكون التطبيق بحاجة إلى دقة أكبر في تخزين الأعداد أصغر من 1 فإننا نستخدم بتات أكبر لترميز الأعداد بعد الفاصلة والعكس بالعكس. وهنا تكمن نقطة ضعف طريقة الفاصلة الثابتة حيث أنه لا يوجد اختيار واحد ينفع لكل التطبيقات أو كل الحاجات. تمرين: حاول ترميز العدد العشري [image: image96.png](0.2)10



 وذلك بكتابته بدلالة قوى الـ 2 السالبة ثم استخدم أوزان القوى السالبة (أو البتات بعد الفاصلة) كقيم لبتات للبايت؟ هل البايت كافي لترميز هذا العدد؟ ماذا عن أربع بايتات؟ عشر؟ فماذا عن 20 ميغا بايت؟ ماذا تستنتج؟
بالنسبة للأرقام السالبة مع فاصلة ثابتة فإنه يمكن استخدام أي من الطرق التي تحدثنا عنها.
مع فاصلة عائمة
المشكلة في طريقة الفاصلة الثابتة هي أن الحد الفاصل بين الرموز قبل الفاصلة والرموز بعدها ثابت لا يتغير (لذلك تدعى الفاصلة الثابتة) فمثلاً في حال استخدام التوزيع (4.4) مهما كان العدد الذي نحاول ترميزه فإن أول أربع بتات تستخدم للرموز بعد الفاصلة والأربع التي تليها تستخدم للرموز بعد الفاصلة، حتى لو كان العدد مثلاً لا يحوي أي رموز بعد الفاصلة ويحوي ست رموز قبلها.
لإيجاد طريقة أخرى لا بد من أن نتعرف على طريقة التمثيل العلمي للأعداد العشرية (Scientific Notation). هذه الطريقة تستخدم عادة في مختلف العلوم لتمثيل الأعداد العشرية الصغيرة جداً أو الكبيرة جداً والمليئة بالأصفار التي قد يكون عدّها صعباً نسبياً ونسبة ارتكاب الخطأ في العد كبيرة نسبياً. لذلك نكتب عدد الأصفار بدل كتابة الأصفار نفسها. كما نستخدم صيغة موحدة فيها رقم واحد فقط بعد الفاصلة. كمثال:
[image: image97.png](20000) 10





[image: image98.png](0.0002)4p = 2x 107#





[image: image99.png](453.26)4p = 45326 x 10°





[image: image100.png](0.97823)4p = 9.7823 x 107%





كما ترى، من نظرة واحدة يمكن فوراً معرفة العدد الذي نتعامل معه، هل هو من فئة المئات؟ العشرات؟ البلايين؟ أم أجزاء الملايين؟ طبعاً كما قلنا سابقاً فإن استخدام ترميز مختلف للعدد لا يغير من قيمته، ليس هذا فقط بل يمكن تعميم التمثيل العملي على جميع أنظمة العد كالنظام الثنائي:
[image: image101.png](10000), =1 x 2%




[image: image102.png](0.0001), =1x 272




[image: image103.png](110.11), = 1.1011 x 22




[image: image104.png](0.10110), = 1.0110 x 27*





وبشكل عام:
[image: image105.png](n); =1x 2¢




إذاً لترميز أي عدد نحتاج فقط إلى العددين l و e. لاحظ أنه لا مكان ثابت للفاصلة بل تنتقل من مكان لآخر بحسب قيمة e فقد تكون بعد رمز واحد إذا كانت قيمة e مساوية لـ 0، أو بعد رمزين إذا كانت e مساوية لـ 1- وهلمّ جرّ. لذلك تدعى هذه الطريقة بالفاصلة العائمة (floating point). في هذه الطريقة نستخدم عدداً محدداً من البتات لترميز العدد e وعدداً محدداً من البتات لترميز العدد l. المثال التالي يستخدم أول ثلاث بتات لـ e و الخمس الأخريات لـ l. كما يستخدم طريقة الـ two’s complement لترميز الـ e و طريقة الـ sign-magnitude لترميز l.
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	[image: image106.png](1.101), = 1.101 x 2°
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	[image: image107.png](0.1101), = 1.101 x 271
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	[image: image108.png](110.1), = 1.101 x 22





	0
1

1
1
0

1

1

1

	[image: image109.png]—(110.1), = -1.101 x 272
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	[image: image110.png]—(1101), = 1.101 x 23







كما ترى هذه الطريقة مكنتنا من ترميز جميع مواقع الفاصلة باستخدام نفس العدد من البتات ودون تغير التوزيع الذي قمنا باختياره في البداية. المشكلة في هذه الطريقة أن عملية الجمع أصعب رياضياً لكن في المقابل فإن عملية الضرب أسهل نسبياً (بعد ضرب الأعداد l نحتاج فقط إلى جمع القوى e لنحصل على الناتج).
الترميز القياسي رقم 754 من منظمة IEEE يستخدم الطريقة السابقة (مع بعض الاختلافات) لترميز الأعداد بتوزيعين: دقة وحيدة (single precision) و دقة مزدوجة (double precision). سننظر فيما يلي إلى توزيع الدقة الوحيدة.
الاختلاف الأول هو الافتراض الضمني للبت الأكبر قيمة على أنه واحد دوماً. كما يمكنك أن تلاحظ من المثال فإن البت الأول من يسار العدد (الثاني في الترميز السابق بعد بت الإشارة) يكون دوماً مساوياً للواحد حسب تعريف التمثيل العلمي (الصفر حالة خاصة هنا وله معاملة خاصة). ندعو الترميز الناتج بدون الواحد اليساري بالـ mantissa. حيث:
[image: image111.png]



الاختلاف الثاني هو أن القوة e يجمع لها العدد 127 قبل ترميزها. وترمّز القيمة الناتجة كعدد موجب كما تعلمنا. لندعو العدد الناتج  e’ فيكون:
[image: image112.png]+ 127





هذه طريقة أخرى في ترميز الأعداد السالبة وتدعى Excess-N وفي هذه الحالة الخاصة تدعى Excess-127. في الترميز القياسي فإن قيمتي e’ 0 و 255 محجوزتان لترميزات أخرى (الصفر واللانهاية مثلاً) لذلك يأخذ e’ المجال من 1 وحتى 254 وبالتالي فإن e يأخذ المجال من -126 و حتى 127 وهكذا تمكنا من ترميز أعداد سالبة. ما شاهدناه حتى الآن يمكن التعبير عنه بالمعادلة:
[image: image113.png]



الاختلاف الأخير هو توزيع البتات حيث يستخدم أول 23 بت لترميز العدد m بينما تستخدم الثماني بتات التي تليها لترميز العدد e ويستخدم البت الأخير لترميز الإشارة.
كما ذكر سابقاً فإن الترميز القياسي يحوي قيماً خاصة لترميز الصفر (الموجب والسالب) واللانهاية (الموجبة والسالبة) واللاعدد (NaN). أخيراً هناك تفصيلٌ أخر يسمح بترميز أعداد أكبر حول الصفر لكثرة استخدامها، لكن المبدأ الرياضي نفسه.
تمثيلات أخرى
أتمنى أن نكون قد وصلنا إلى نتيجة مهمة هنا. أن كل ما سبق هي ترميزات مختلفة للعدد نفسه لا تغير من قيمة العدد. فطالما أننا فهمنا المبدأ أصبح بإمكاننا أن نتعرف على أي ترميز قديم أو حديث لم يذكر في هذه المقالة. كتمرين بسيط: هل تستطيع ابتكار ترميز للأعداد الكسرية من الشكل [image: image115.png]


 ؟ ما هي محاسنه وما هي مساوئه؟ ابتكر طرقاً أخرى للتغلب على المساوئ السابقة.
عمليتا الإزاحة

هناك عمليتان معرفتان (ومستخدمتان في لغات البرمجة) على بايت واحد أو مجموعة بايتات. وهما عمليتا الإزاحة نحو اليمين أو اليسار. يرمز لهاتين العمليتين بـ << و >> على بالترتيب. نميز نوعين منهما: المنطقية والحسابية.
الإزاحة المنطقية

وتقوم ، ببساطة، بإزاحة البتات نحو اليسار أو اليمين بحيث يأخذ كل بت قيمة البت الذي قبله. قيمة البت الأول تفقد، بينما يأخذ البت الأخير قيمة الصفر. كمثال على الإزاحة نحو اليمين (السطر الأول قبل الإزاحة والثاني بعدها):
	
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0 ->

	-> 1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	


الأعداد الرمادية للإيضاح فقط وليست جزءاً من البايت. الإزاحة نحو اليسار مشابهة لتلك نحو اليمين.
	<- 0 
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	

	
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0 <-



الآن هل تستطيع أن تحسب القيمة التي يرمزها البايت الأصلي؟
.
.
.
أتمنى ألا تكون قد تسرعت وحسبتها، السؤال الذي يجب يخطر ببالك هو: ما هو الترميز المستخدم؟ فالبايت السابق يمكن أن يكون ترميزاً لأي عدد حسب قاعدة الترميز. حسناً لنقل أنه عدد موجب (باستخدام الطريقة الأولى المذكورة أعلاه). في هذه الحالة تكون قيمة العدد هي 43 قبل الإزاحة، 21 بعد الإزاحة نحو اليمين و 86 بعد الإزاحة نحو اليسار. هل لاحظت شيئاً؟ الإزاحة نحو اليمين تكافئ التقسيم على 2 (بإهمال الأعداد بعد الفاصلة) ونحو اليسار تكافئ الضرب بـ 2. لا يجب أن يكون هذا مفاجئاً لك، فما بالإزاحة نحو اليمين عملياً إلا نقل وزن القوة [image: image117.png]2%



 إلى القوة [image: image119.png]2x—1



 أي ما يكافئ تقسيم القوة الأساسية على 2. ويمكن تفسير الإزاحة نحو اليسار بشكل مشابه. الجميل في عملية الإزاحة السابقة أن تطبيقها أسرع بكثير من الضرب والتقسيم في الحاسوب وبالتالي يمكننا استخدامها عند الضرب بـ أو التقسيم على العدد 2 أو أحد قواه (في هذه الحالة نكرر عملية الإزاحة بحسب القوة، أو ما يكافئ الإزاحة أكثر من منزلة). طبعاً الفرض هنا أن ناتج ضرب العدد بـ 2 يمكن ترميزه بنفس عدد البتات (8 بتات مثلاً في حالة البايت)
الإزاحة الحسابية

انظر إلى المثال الإزاحة نحو اليمين التالي:
	
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0 ->

	-> 0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	



ولنحسب قيمة العدد قبل وبعد الإزاحة بفرض أن الترميز هو ترميز الأعداد الموجبة. القيمة قبل الإزاحة هي 146 وبعدها تصبح 73 أي نصف الـ 146  كما هو متوقع. لكن ماذا لو كان الترميز هو ترميز الـ 2’s complement؟ في هذه الحالة القيمة قبل الإزاحة هي -110 ولكنها بعد الإزاحة تصبح 73! ولا حتى قريبة من نصف القيمة الأصلية، وبالتالي لا يمكن تطبيق الإزاحة لضرب العدد بـ 2 عندما يكون سالباً. لحل هذه المشكلة فإننا نستخدم الإزاحة الحسابية. الفرق الأساسي بينها وبين الإزاحة المنطقية (في حالة الإزاحة نحو اليمين) هو أن الرمز الذي نضيفه على يسار العدد ليس صفراً دوماً. بل ما نقوم به هو إدخال بت الإشارة نفسه. إي أن الإزاحة السابقة تصبح كما يلي:
	
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	-> بت الإشارة

	-> 0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	



وتكون القيمة بعد الإزاحة مساوية لـ -55 أي نصف الـ -110. نفس المشكلة ستواجهنا عند الإزاحة نحو اليسار:
	<- 0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	

	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	<- 0


في هذه الحالة فإن القيمة قبل الإزاحة هي 82. من المتوقع ألا تعطي عملية الإزاحة حاصل ضرب العدد بـ 2  كون الناتج سيكون 164 وهو ما لا يمكن ترميزه بـ 8 بتات باستخدام طريقة الـ 2’s complement. لكن القيمة الناتجة هي -92 (الناتج سالب بينما الرقم الأصلي موجب) وهو ما ليس مرغوباً به. الإزاحة الحسابية تكون هنا ببساطة باسترداد قيمة بت الإشارة بعد تنفيذ الإزاحة. أي أن قيمة البت الأخير في المثال السابق يجب أن تصبح 0 كما كانت. وبالتالي تكون القيمة الناتجة مساوية لـ 36.
في لغة  Cالإزاحة نحو اليسار هي منطقية دوماً، أما الإزاحة نحو اليمين فهي حسابية إذا كان نوع المتغير الذي تطبق عليه الإزاحة signed و منطقية إذا لم يكن.
تمرين: هناك نوع ثالث من الإزاحة ليس موجوداً في اللغات الشبيهة بـ  C وهو الإزاحة الدورانية نحو اليمين وفيه يأخذ البت الأخير قيمة البت الأول بدل الصفر. وبالتالي لن يضيع أي بت. قم، باستخدام عملية الإزاحة المنطقية وعملية الـ OR بكتابة إجراء ينفذ هذه العملية. أكتب إجراءً آخر يقوم بعملية إزاحة دورانية نحو اليسار.

خاتمة
أسمعك (أو أريدك أن) تقول ما الفائدة من التعرف على الترميزات السابقة؟ ألا يخفي النظام الحاسوبي عنا كل هذه التفاصيل؟ والجواب على شقّين: الأول هو أننا قد نحتاج إلى التعامل مع الأرقام بهذا المستوى المنخفض لتحقيق تطبيقات معينة (جميع التمارين العملية السابقة من هذا النوع). والثاني هو أننا نحتاج إلى فهم عميق لم ذكر في هذه المقالة إذا أردنا أن نفهم نظاماً جديداً أو أن نطوره (جميع التمارين النظرية السابقة من هذا النوع أيضاً).

يمكنك دوماً (وأشجعك) أن تضع حلول التمارين في هذه المقالة على الشبكة العربية لمطوري الألعاب (http://www.agdn-online.com) لتلقي المساعدة أو التأكد من صحة الحلول وليستفيد الجميع من الحل. كما أشجعك على ابتكار تمارين أخرى لتعميق فهمك للموضوع ووضعها على الشبكة.
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